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非 圧 縮 性 粘 性 流 体 の 運 動 を 記 述 す る  Nav ier -Stokes  方 程 式 は 今 か ら お よ そ  
180  年前に導出された．その数学的研究の本格的な幕開けは  1934  年の  Leray  
の 研 究 で あ り ， 以 後 今 日 に 至 る ま で さ か ん に 研 究 が 行 わ れ て き て い る ．  
Nav ier -Stokes  方程式の数学的な研究は，流体が全空間あるいは外部領域に満た
されている場合のものが中心に行われており，たくさんの興味深い優れた結果が
得られてきている．その一方で，流体の満たされる領域の境界がコンパクトでな
い場合の研究も，近年数多く行われている．しかしその研究の中心は，領域が半
空間や，遠方が円柱形や円錐形になっている場合のものがほとんどであり，二枚
の平行板にはさまれた領域の場合の研究はほとんど行われていないのが現状であ
る．この種の領域で Navier -Stokes 方程式を扱った研究結果としては，1999 年の
Nazarov -P i l eckas の結果が挙げられる．彼らの研究は定常問題がほとんどである
がレゾルベント問題も付録的に考察しており，その結果は weighted -枠で論じ
られている．これに対し，同じ問題を -枠で論じたものが第一番目の論文  “On a
resolvent estimate of the Stokes equation on an infinite layer”  および第二番目の論文  “On 
a resolvent estimate of the Stokes equation on an infinite layer, part 2 λ=0 case”  である．
ま ず 第 一 番 目 の 論 文 で ， 二 枚 の 平 行 板 に は さ ま れ た 領 域 に お い て
Dir i ch le t  0  境界条件を課した場合に，Navier -Stokes 方程式の線形化方程式であ
る Stoke s 方程式のレゾルベント問題を，レソルベントパラメータ がセクター領
域に属し，かつ | である場合に解析し，解 の最良の評価を得た．証明
のおおまかな方針は  Farwig -Sohr  が半空間で Stokes方程式のレゾルベント問題
を解析したときの手法によるところが大きい．証明の概略は以下の通りである．
まずは解 ( を直接構成するのではなく，境界条件を考慮しないで全空間におけ
る Stoke s レソルベント問題の解 ( を構成する．これは に関する
Four ier 変換によりただちに解の表示が得られるため， Four ier  mul t ip l ie r の定
理 を 適 用 し て 容 易 に 解 の 評 価 が 得 ら れ る 。 次 に 境 界 条 件 を 合 わ せ る た め に
， とおき，( の満たすべき方程式を求め，その解を構成する．
解を構成するための方法としては Farwig -Sohr による手法を用いた．すなわち
方向の Four ier 変換を用いて，問題をパラメータ付き四階常微分方
程式の二点境界値問題に変換し，その二点境界値問題の解を具体的に計算する．
そしてその解を再び 方向に Four ier 逆変換することで，もとの問題に対する解
の具体的な表示を得ることができた．さらにその表示に Four ier  mul t ip l ie r の定
理および Agmon-Doug l i s -Nirenberg  による特異積分作用素の評価に関する補題
を組み合わせることによって解の -評価を得た．  
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第二番目の論文 “On a resolvent estimae of the Stokes equation on an infinite layer, part 
2 λ=0 case”においては，同じ問題をレゾルベントパラメータ が複素平面上の 0
およびその近傍にある場合について解析した． λ の場合の解の評価を得ること
ができれば，パータベーション法によって が十分小さい場合の解の評価も得ら
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れるので，λ の場合を解析する． は全空間の Stokes 方程式のレゾルベン
ト集合に属さないため， の場合とは異なり全空間で を構成するわけに
はいかない．そこで 方向の Four ier 変換を利用して，問題をパラメータ付き四
階常微分方程式に変換し，その方程式を定数変化法によって解くことで解の公式
を求め，その公式を |  ( ξ は の dual 変数 )  が小さい場合に活用した．その解の
表示の中に の逆数があらわれないことが の場合の解析を可能にしている
理由である．その際に 方向の有界性を本質的に用いており，他の研究には見ら
れない独創的な手法であるといえる．第一，第二番目の論文において行ったレゾ
ルベント問題の解析結果から，平行平板内の領域 上 Stokes 作用素は解析半群を
生成することがわかり，対応する非定常 Navier -Stokes 方程式の時間局所解の一
意存在，および初期値が十分小さいという条件を課した上で時間大域解の一意存
在を得ることができた．また，レゾルベント問題の解析結果を非定常問題に応用
する際に， におけるヘルムホルツ分解の存在が必要となる．これは 1994 年に
Miyakawa によって既に証明されている事実であるが，その方法とは全く異なる
より簡潔な別証明をこの論文の中で与えた．証明は Stokes 方程式のレゾルベン
ト問題を解析したときと同じく， 方向の Four ier 変換を用いて問題をパラメー
タ 付 き 常 微 分 方 程 式 に 変 換 し ， そ の 解 の 表 示 を 具 体 的 に 求 め て Four i e r  
mult ip l ier の定理を適用する方法を用いる．  
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この研究の最大の特色は λ が 上の Sto kes 作用素のレゾルベント集合に属
することを示した点にある．この事実により 上の Stokes 半群は指数減衰するこ
とが証明された．通常，線形化方程式の生成する半群は，空間が有界である場合
には指数減衰，非有界である場合には多項式減衰であることが多いが，平行平板
内の領域が非有界であるにもかかわらず指数減衰することを示した点に大きな意
義がある．その簡単な応用として， における Navier -Stokes 方程式の定常解で
ある Couet te 流や Poiseu i l l e 流の -安定性を証明した．証明は，基本的に Kato
が全空間における Navier -Stokes 方程式の初期値問題を積分方程式に変換して，
逐次近似によって解を構成したときと同じ方法であるが，その際に Sto kes 半群
が指数減衰することを本質的に用いている．  
第三番目の論文 ”On a resolv nt estimate of the Stokes equation with Neumann-Dirichlet type 
boundary conditon on an infinite layer”では，平行平板内の領域 におい
て， x 上では Dir i ch le t  0 境界条件， x 上では Neumann 境界条件を課した
場合の Stokes 方程式のレゾルベント問題を解析した．領域を先ほどの Ωではなく
として扱ったのは，後に h としたときの s ingular  per turbat ion を考えるた
めである．R における Stoke s 方程式の基本解は l og オーダーの s ingular i ty があ
るため，小なる解の存在すらも言えていない．そこで３次元空間での Ω における
解を とすることによって２次元の問題の解が捉えられないかと思い，このよ
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うな問題を解析した．証明の本質的な部分は両側の板の上で Dir i ch le t  0 境界条
件を課したときと同様であるが，境界条件を複雑にしたぶん解の表示を求める計
算もかなり複雑である．例えば両側の板の上で Dir i ch le t  0 境界条件を課した場
合に四階常微分方程式の二点境界値問題を解く際には の Lopat insk i 行列が
あらわれるが，この場合の Lopat insk i 行列は の行列になる．しかしこの境界
条件を用いると Dir i ch le t  0 境界条件の場合よりも解の表示にあらわれる kerne l
の の近傍での滑らかさが良くなるため，議論しやすくなる部分もある．レゾ
ルベント問題の解析の結果， 上の Stokes 作用素は指数減衰するような解析半
群を生成し，したがって対応する非定常  Nav ier -Stokes  方程式の時間局所解の
一意存在および，初期値が十分小さい条件の下で時間大域解の一意存在が得られ
ることは， Dir ich let  0 境界条件の場合と同様である．  
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“On  a  s ta t ionary  prob lem o f  the  Stokes  equat ion  in  an  in f in i te  layer ”では，
外力 が So bo lev 空間 や Besov 空間 に属する場合の Stokes 方程式の
定常問題に関する結果を述べている．前述の三つの論文はいずれも証明の過程で  
Four ier  mul t ip l i e r の定理および Agmon-Doug l i s -Nirenberg による補題を適宜用
いているが，これらの道具はいずれも 1 の場合にのみ適用可能であり， p
および の場合は扱っていない．それに対し が Besov 空間に属する場合には，
解の評価をそれらの道具を用いず， Young の不等式とポアソン核の理論だけで得
ることができるため，p および の場合も込めて扱うことができる点が大き
な特徴である．また， 1 の場合は解の一意性が成立するが， のときは
Poiseu i l l e 流が に対する解になるため解の一意性が成り立たない．そこでこ
の論文においては， の場合の解は Poiseui l l e 流に限るということを示した．  
)(ΩspH
1=
<≤ p
∞=
,
s
qpB
∞<< p 1=
∞=p
∞=p
∞=p
0=f
p
 
